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次数分布とべき乗法則

ランダムグラフの次数分布,
N = 10,000   p = 0.0015   <k>= 15.

(比較のため、ポアソン曲線を示している)

しかし多くの実世界のネットワークはべき乗則分布を
示す

→これはまた「重い裾野（heavy tailed）のをもつ」分
布とも呼ばれる

典型的には2<r<3である. 
Webのグラフでは、
入次数で r ~ 2.1
出次数で 2.7

ポアソン分布は指数的に減衰するが、
べき乗則は多項式的なことに注意

長
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野

急なドロップ

まれな出来事
はそれほどま
れではない!!



この値は典型的なサイズで
ある

われわれの測定する多くのも
のはある特定の値の中心に
集まる

スケールフリー性



しかし、分布に巨大な変異があるものもある。

もしこのヒストグラムをログスケールでプロットすると直線パター
ンが明確にあらわれる

スケールフリー性



通常のヒストグラムでは, この直線はp(x) = -αx + cである. ここでlog-logなので:

ln p(x) = -α ln x + c

指数eを適用する

p(x) = eccx-a

この分布は指数αのべき乗則に従うという

べき乗則はどんなスケールで見ても同じである唯一の分布である。
つまり、p(bx) = g(b)p(x) となる。したがってスケールフリーと呼ばれている。

スケールフリー性
しかし、分布に巨大な変異があるものもある。

もしこのヒストグラムをログスケールでプロットすると直線パター
ンが明確にあらわれる



人口はスケールフリー性を持っていることはすでに知られていた!

1955年に、Herbert Simonはすでに多くのシステムがべき乗則の分布に従うことを示
していた。そのためこの結果は新規でも唯一でもない。

• 地震の大きさ

• 月のクレータ

• 太陽フレア

• コンピュータのファイル

• 戦争
• 論文の引用回数

• Webページのヒット数

• 人々の年間収入

ノードの次数分布は多くのネットワークでべき乗則に従うことがわかっている。つまり
多くのネットワークはスケールフリーである。

重要なことはべき乗則を見出すことではない（むしろありふれている）
なぜそうなるのか、他のどんな構造的パラメータがあるのかを理解することである。

スケールフリー性



砂山モデル

◼ 198７年にBak,Tang,Wiesenfeldらによって提
唱されたCA

◼ 砂粒を地面に1粒ずつ落としていく
◼ 砂粒は段々と積み上がっていき砂山になるが，
ある程度の大きさになると砂山が崩壊する

◼ ブロックが4個以上積み上がると,4個のブロッ
クが上下左右のセルに飛散する

◼ 飛散した先でまたブロックが4個以上積み上が
ると,再帰的にブロックの飛散が繰り返される



砂山モデル

◼ 3D CAによるシミュレーション
◼ 積み上がった砂粒の高さに応じて砂粒の色を
濃くする

◼ 砂山の崩壊の規模と頻度をリアルタイムで両
対数グラフにプロット

◼ 崩壊規模の定義＝「崩壊の連鎖が続いたフ
レーム数」

◼ 同時に複数個所での崩壊は1連鎖となる



"POWER-LAW DISTRIBUTIONS IN EMPIRICAL DATA"
AARON CLAUSET, COSMA ROHILLA SHALIZI, AND M.E.J. 
NEWMAN

スケールフリー性



スケールフリー性
"POWER-LAW DISTRIBUTIONS IN EMPIRICAL DATA"
AARON CLAUSET, COSMA ROHILLA SHALIZI, AND M.E.J. 
NEWMAN
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b Log Y = Log Yo + b log M

b はlog-logプロット
での傾き!

◼ Log-logプロットと通常のプロット

スケールフリー性



Benford’s  Law 

◼ 膨大な数字が並んでいる冊子（例えば会計報告書）には，ラ
ンダムに数値が並んでいるように見えるが，意外なことに１
ではじまる数が多い． 

◼ 先頭の数字がどのような確率で出現するかを考える．単純
に各数字（０～９）の出現確率が同じと考えれば、同じ確率
１／９で現れるはずである。

◼ 実際には１から始まる数値が圧倒的に多く３０％くらいもある．
逆に，９から始まる数値は4.5％程度まで落ちる
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ベンフォードの法則

先頭の数字がｋ である確率

•１から始まる確率 → ｌｏｇ10(２)       ＝0.3010， 
•２から始まる確率 → ｌｏｇ10(３／２) ＝0.1761， 
                  ・・・・・・・・・， 
•９から始まる確率 → ｌｏｇ10(１０／９)＝0.0458



ベンフォードの法則

会計監査で事務処理の不正をこの法則を利用
して見破ったというニュース もある



数学でも法則を満たす

◼ フィボナッチ数列

再帰関数を用いてプログラムを作成

 例）  
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,....
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先頭の数字 頻度（％）

1 30

2 18

3 13

4 9

5 8

6 6

7 5

8 7

9 4

最初の１００個について

このほかに２のべき乗（N乗）
もベンフォード則を満たす



東大の情報データ
data1: http://www.u-tokyo.ac.jp/gen03/kouhou/1325/no1325.pdf
東京大学学内広報No.1325(学生生活実態調査の結果) より、表１－１から１－４の
データを抽出
data2: http://www.u-tokyo.ac.jp/fin01/pdf/H17zaimusyohyou.pdf
平成17 年度東京大学財務諸表より、P1 からP7 までを抽出

data3:正弦の値を0 度から180 度まで、0.5 度おきに出力したもの。sin.c により作成。

ベンフォードの法則
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プロ野球のデータなど
* 環境パフォーマンス・データ:第１次基本集計結果（01北海道）統計表
   第１表 口，人口増減（平成12年〜17年），面積及び人口密度
   ダウンロード先：http://www.tokyo-gas.co.jp/csr/report/other/data.pdf
* 2^nの上位桁
* プロ野球選手のシーズン成績
   プロ野球の2006年度シーズン成績（パリーグとセリーグの投手と打者の成績）で、投手は防御率順
にソートして17or18位まで、打者は打率でソートして29位までの一覧の数値部分を用いた。
※ 参照先

セリーグ打者／セリーグ投手／パリーグ打者／パリーグ投手            
http://baseball.yahoo.co.jp/npb/stats/stats_c_bat_avg.html
http://baseball.yahoo.co.jp/npb/stats/stats_c_pit_era.html

http://baseball.yahoo.co.jp/npb/stats/stats_p_bat_avg.html
http://baseball.yahoo.co.jp/npb/stats/stats_p_pit_era.html

ベンフォードの法則との比較
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ビール暗号

http://rogergrambihler.tripod.com/BealeHoax.htm
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For challengers!!

◼ ベンフォードの法則の説明を考えよ。

◼ もっともらしい説明があるか？

◼ ヒントはスケールフリー（スケール不変性）



２のべき乗のベンフォード則

◼ ワイルの均等分布定理

◼ 任意の無理数αについて、

数列{nα}= nαの小数部分

は、１を法として均等に分布する。

◼ １を法として均等に分布＝割合が部分区間
の長さとなる

◼ 例：区間(0.6, 0.8)は区間(0, 1)の20%な
ので割合も20%となる

ヘルマン・ワイル（1885-1955）20世紀において
最も影響力のあるドイツの数学者。数論を含む
純粋数学と理論物理学の双方の分野で顕著な
業績を残した。

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%95%E3%82%A1%E3%82%A4%E3%83%AB:Hermann_Weyl_ETH-Bib_Portr_00890.jpg


２のべき乗のベンフォード則

◼ ２のＮ乗の最初の桁がdとなる条件

◼ は１を法として均等分布

◼ ワイルの均等分布定理から
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法則はどうして成り立つか？

◼ スケール不変性（スケールフリー）

）＜Ｘ＜）＝＜Ｘ＜   aaPP ((



スケールフリー性による証明

教科書 １４０ページ

べき乗の係数（スケール係数）が1のべき乗
分布 P(x)=1/x を考える。

この分布に従うデータについて、先頭
の数字 n が出現する確率は、

となる。



パレートの法則

教科書 １４０ページ

BUT 最近は違ってきた!!



98%の法則

◼ インターネットが世界を変えた

◼ 販売機会の少ない商品でもアイテム数
を幅広く取り揃えたり、顧客の総数を増
やすこと（オタクをターゲットにすること）
で、総体としての売上げを大きくできる。

◼ amzaon, google, などの成功例

◼ 検索エンジンの必要性

◼ 在庫の保管費がゼロに近い



チャイティンの Ω
◼ Ωは“停止確率”のことである

◼ あるプログラムを表す列が得られるまで公
正なコインを投げる。そしてそのプログラム
を実行する。

◼ Ωはこのプログラムが停止する確率である
。

length of p

halting programs p

2− = 



 は最大限に
未知の数である

チャイティンの Ω



は
停止性のオラクル
の最適な圧縮系で

ある

チャイティンの Ω



コンピュータ科学者にとってのΩ

チューリング機械
In

定常状態の出力
Out

メタマス!―オメガをめぐる数学
の冒険グレゴリー チャイティン,
白揚社

知の限界
グレゴリー チャイティン,
エスアイビー・アクセス

http://www.amazon.co.jp/グレゴリー-チャイティン/e/B001HCZCA8/ref=ntt_athr_dp_pel_1
http://www.amazon.co.jp/グレゴリー-チャイティン/e/B001HCZCA8/ref=ntt_athr_dp_pel_1


複雑性の定義：非圧縮
◼ アルゴリズム的な情報量

◼ データの複雑性=そのデータを生成するのに必要なコンピュ
ータプログラムのサイズ.

◼ そのプログラムを記述するために必要なビット数（０，１文字列のサイ
ズ）の最小値.

◼ E.g. 1,2,3,4,5 …  → ほとんどアルゴリズム的な情報はない
◼ とても短いプログラムでこれらの数を生成できる. 

◼ E.g. 3.141592…  → ほとんどアルゴリズム的な情報はない
◼ 比較的短いプログラムで円周率は生成できる.



◼ 1.341285. . . 64

◼ より大きなアルゴリズム的情報量を持つ

◼ なぜなら、この数は明確なパターンを持たないの.

◼ よって、出力するための最小のプログラムはその数自身と
ほぼ同じ長さとなるだろう．

◼ つまり、以下のようなプログラム:

Begin

Print “1.341285. . . 64”

End

複雑性の定義：非圧縮



◼ ０と１の間の実数値

◼ もしそれが計算できれば、停止問題を解決することができる.

◼ Ωは「ランダム」である. nビットのΩを記述するにはnビットの
プログラムを必要とする. Ωには単純なパターンがない.

 = pP2-|p|

◼ ただし P はすべてのチューリングマシンの集合であり、|p| はpをエン
コードするビット長.

◼ Pn をnステップ以下で停止するすべてのチューリングマシン
の集合とする.

n = pPn2
-|p|

するとn はnがに近づけば に近づく.

チャイティンの Ω



Ω をどう定義するか？
◼ いま考えているコンピュータが停止するプログラムが３つだ
けであり、それらが０，１文字列で110, 11100 と 11110だと
しよう.これらのプログラムはそれぞれ3, 5 と 5のビットサイ
ズである. 

◼ もしも各ビットの０，１をコインを投げてランダムにプログラム
を選んでいるとすれば、偶然にこれらの停止するプログラム
の１つを得る確率は正確に1/23, 1/25 および 1/25となる.

◼ よって, Ω = 1/23 + 1/25 + 1/25

= .001 + .00001 + .00001 = .00110

◼ ただし、プログラム110は停止するので110で始まるどのよう
なプログラム（たとえば1100 や 1101）も考える必要がない
ことに注意



◼ n はどの精度でも計算できる.

◼ を用いて停止問題を解決するには次のようにする:

◼ もし M がnステップで停止するなら“yes”と答える.

◼ もし  - n < 2-|M| なら“no”と答える.

◼ このことをn = 1, 2, 3, … と答えが得られるまで繰り
返す.

◼ 最終的には“yes” または “no” の答えが必ず得られる
ことになる.

◼ したがって  は決して知られない.  お告げ以外には知る
ことはできない.

チャイティンの Ω



◼ Ω の最初のn ビットは、bits of長さがnで制限さ
れるすべてのプログラムに対して停止問題を解
決するのに十分な情報を与える
◼ L:=0

◼ 各プログラムを時分割する

◼ 長さk のプログラムが停止するとき, 2-k を Lに加える. 

◼ L の最初の n ビットは の最初のnビットに等しい

◼ 長さがn以下のプログラムで停止するはずのものは停
止しているだろう.

チャイティンの Ω



◼ もしもΩの最初のNビットを、Nビットより短いプログラムで
計算できると仮定しよう.

◼ するとΩの最初のNビットを用いて、サイズがNビット以下
のすべてのプログラムに対して停止問題を解くことができ
る. 

◼ 一方、長さNビットまでのプログラムの停止問題はNビット
より短いプログラムでは解けないことが知られている.

◼ したがって矛盾となる.

◼ よって、Ωは圧縮可能でないことがわかる.

Ω は圧縮可能でない



◼ 数学上の未解決問題は、チャイティンの定数を使って証
明（または反証）できる.

◼ リーマン予想、ゴールドバッハ予想、。。。。

◼ アイディア

◼ 予想の反例を見つけ続けるプログラムを考える。反例が見つか
った場合、プログラムは停止し、数学的予想は間違いだったこと
が示される。

◼ このプログラムの長さを N ビットとする。

◼ チャイティンの定数の先頭から N + 1 ビットまでの値がわかると
する。

◼ どうやって証明するのか？

未解決問題の解決



◼ Hをチューリングマシンのループについての人間
の思考をエンコードするチューリングマシンとし
よう.

◼ 十分な時間があれば人間がTiが入力iでループ
すると数学的に演繹するならばHは入力iで停止
し、さもなければHはループすると仮定する

◼ すると、H は部分的なループテスターとなる.  よ
って H は入力jでループする．ただしH は Tjで
ある.

意識のパラドックス



◼ Hは入力jに対してループするので、人間はTjが
入力jに対してループすると演繹することができな
い.

◼ Tj はHである．したがって、人間はHが入力jでル
ープすると演繹できない.

◼ しかしわれわれはHが入力jでループすることを
示した.

◼ われわれは人間だ（マトリックスでなければ）.

◼ したがって、矛盾する.

意識のパラドックス



意識のパラドックス

◼ 可能性:

◼ H は部分的なループテスターである; 人間の
論理は欠陥がある.

◼ 人間は決してHを知ることができない.

◼ 人間の思考はチューリングマシンでは表現で
きない.

◼ このずれの可能性も問題である!!

われわれは数学的に推
論しているときでさえ正
確に思考していないこと
になる

われわれは自分がどの
ように思考しているかを
決して知ることができな
くなる

われわれの思考は
チューリングマシンの容
量を超えているとこにな
る
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